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그림과 같이 점 가  의 내부의 한 점이고   의 연장선이

   와 각각      에서 만난다.

         일 때, 의 넓이를 구하여라.

답: 

   ,    라고 하면 다음식이 성립한다.

( )ⅰ          이므로

            ⇒         ⋯

( )ⅱ         이므로

          ⇒           ⋯

를 연립하여 풀면,① ②    ,   이다.

∴          이다.
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유제유제유제유제 1111

그림에서 의 넓이가  , 의 넓이가  , 의 넓이가 이라고 할 때,

의 넓이를 구하여라.
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볼록 육각형 에서       이다. 와 의

넓이가 같음을 증명하여라.

답 풀이참조:

삼각형의 넓이( ) 

× 밑변( )× 높이 이므로 밑변의 길이와 높이의 길이가 같으면 넓이가 같다( ) .

육각형( 의 넓이)-   육각형( 의 넓이)-  임을 보이면 된다.

   이므로    ,    이므로    ,

   이므로   이다.

육각형( 의 넓이) - 

     

    

 육각형( 의 넓이)- 
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유제유제유제유제 2222

그림과 같이 의 각 변     의 연장선 위에    

          가 되는 점  를 취하여 를 만들었다.

이 때, 의 넓이는 의 넓이의 몇 배인지 구하여라.
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의 내부의 한 점 가 있어서 의 연장선과  와의 교점을  , 의 연장

선과 의 교점을 , 의 연장선과 와의 교점을  라 할 때 다음임을 증명하,

여라 체바의 정리.( )




∙


∙


 

답 풀이참조:

해 같은 높이의 두 삼각형 면적의 비는 대응 밑변의 비 및 가비의 리를 이용하여 증명한다( 1) .










 

 













 

 













 

 







∙


∙





∙


∙


  이다.

해 메네라우스의 정리의 이용( 2)

그림 그림 를 이용하면 다음과 같다[ 1], [ 2] .




∙


∙


  ⋯




∙


∙


  ⋯

에서


∙


∙


  이다.

그림[ 1] 그림[ 2]
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그림과 같이 의 내부의 한 점 에서 만나는 세직선 가 대변과 각각

에서 교차하면,








임을 증명하여라.
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작도의 특징작도의 특징작도의 특징작도의 특징

1.1.1.1. 눈금이 없는 자와 컴퍼스만을 사용하여 도형을 그리는 것을 작도라 하며 도형의 응,

용에는 각의 이등분선의 작도 그림 과 선분의 수직이등분선의 작도 그림 이 많이 활용( 1) ( 3)

된다 작도의 순서는 그림의 번호와 같다 작도하는 방법보다도 그 특성을 잘 파악하여. .

실전에 적용하기 바란다.

각의 이등분선과 선분의 수직이등분선의 특성각의 이등분선과 선분의 수직이등분선의 특성각의 이등분선과 선분의 수직이등분선의 특성각의 이등분선과 선분의 수직이등분선의 특성2.2.2.2.

각의 이등분선의 특성각의 이등분선의 특성각의 이등분선의 특성각의 이등분선의 특성①①①① 각의 이등분선 위의 한 점에서 각의 두 변에 이르는 거리는:

같다. 즉 두 변 반직선 직선 에서 이르는 거리가 같은 점들의 집합이 각의 이등분선이다즉 두 변 반직선 직선 에서 이르는 거리가 같은 점들의 집합이 각의 이등분선이다즉 두 변 반직선 직선 에서 이르는 거리가 같은 점들의 집합이 각의 이등분선이다즉 두 변 반직선 직선 에서 이르는 거리가 같은 점들의 집합이 각의 이등분선이다, ( , ) ., ( , ) ., ( , ) ., ( , ) .

이유( ) 그림 의( 2) 각의 이등분선  위의 임의의 점 에서 각의 두 선   에 수선을

내려 그 점을   라고 하면 ≡ ( 또는 합동 이므로) 이다.

②②②② 선분의 수직이등분선의 특성선분의 수직이등분선의 특성선분의 수직이등분선의 특성선분의 수직이등분선의 특성 선분의 수직이등분선 위의 점에서 선분의 양 끝점까지의:

거리는 같다 즉. , 두 점에서 같은 거리에 있는 점들의 집합이 선분의 수직이등분선이다두 점에서 같은 거리에 있는 점들의 집합이 선분의 수직이등분선이다두 점에서 같은 거리에 있는 점들의 집합이 선분의 수직이등분선이다두 점에서 같은 거리에 있는 점들의 집합이 선분의 수직이등분선이다....

이유( ) 그림 의( 4) 선분의 수직이등분선  위의 임의의 점 에서 선분의 양 끝점  

에 선을 이으면 ≡ ( 합동 이므로)   이다.

그림( 1) 그림( 2)

그림( 3) 그림( 4)
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심 의 정의와 성질심 의 정의와 성질심 의 정의와 성질심 의 정의와 성질“5 ”“5 ”“5 ”“5 ”

삼각형의 세 변의 수직이등분선은 한 점 외심 에서 만나며 세 내각의 이등분선도 한 점( ) ,

내심 에서 만나고 세 중선도 한 점 무게중심 에서 만나며 세 높이도 한 점 수심 에서( ) , ( ) , ( )

만나고 삼각형 한 내각을 이등분하는 선과 다른 두 내각의 외각 이등분선이 한 점 방, (

심 만난다 이 다섯 가지 교점을 삼각형의) . “심 이라하고 한다” .

외심외심외심외심1.1.1.1.

삼각형 세 변의 수직이등분선의 교점삼각형 세 변의 수직이등분선의 교점삼각형 세 변의 수직이등분선의 교점삼각형 세 변의 수직이등분선의 교점을 삼각형의 외심이라고 한다 이는 삼각형의 외접.

원의 중심이다.

외심의 성질:

삼각형의 외심은 세 꼭지점에서 외심까지의 거리가 같으며 모두 삼각형의 외접원의(1)

반지름과 같다.

삼각형의 외심의 위치는 삼각형 안이나 밖 또는 한 변 위에 있다(2) .

(3) 에서 가 외심이고 ∠ 가 예각 또는 직각이면 ∠  ∠ ,

∠ 가 둔각이면 ∠ ∠이다.

따라서 그림 와 같이 삼각형의 외심의 위치가 한 변 위에 있으면 중심각이[ 2] 이므

로 원주각은 이다.

내심내심내심내심2.2.2.2.

삼각형의 세 내각의 이등분선의 교점삼각형의 세 내각의 이등분선의 교점삼각형의 세 내각의 이등분선의 교점삼각형의 세 내각의 이등분선의 교점을 삼각형의 내심이라고 한다 그는 삼각형의 내접.

원의 중심이다.

내심의 성질:

삼각형의 내심은 세 변에서의 거리가 같다(1) .

삼각형의 내심과 꼭지점의 연장선은 이 각을 이등분한다(2) .

(3) ∠ 


 




(4) 



그림[ 1] 그림[ 2] 그림[ 3]
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무게중심무게중심무게중심무게중심3.3.3.3.

삼각형 세 변의 중선의 교점삼각형 세 변의 중선의 교점삼각형 세 변의 중선의 교점삼각형 세 변의 중선의 교점을 삼각형의 무게중심이라고 한다.

무게중심의 성질:

삼각형의 무게중심은 중선 길이를(1)   로 나눈다 즉 무게중심에서 변의 중점까지의.

거리는 무게중심에서 이 변에 대응하는 꼭지점까지의 거리의 반이고 중선 길이의 삼분의

일이다.

삼각형의 무게중심과 세 꼭지점까지의 연장선은 본래 삼각형(2)

을 면적이 같은 세 삼각형으로 나누게 한다.

삼각형의 무게중심 또한 그 중점 삼각형 세 중점으로 구성된(3) “ ”(

삼각형 의 무게중심이다) .

수심수심수심수심4.4.4.4.

삼각형 세 높이의 교점삼각형 세 높이의 교점삼각형 세 높이의 교점삼각형 세 높이의 교점을 삼각형의 수심이라고 한다.

수심의 성질:

삼각형의 수심에서 어느 꼭지점까지 거리는 외심에서 이 꼭지점의 대변까지 거리의(1)

두 배와 같다.

삼각형의 수심과 세 꼭지점을 포함하여 이 네 점 중의 임의의(2)

한 점은 다른 세 점으로 구성된 삼각형의 수심이 된다 그림을 그.(

려서 이 성질을 이해하기 바람.)

삼각형의 수심과 임의의 꼭지점의 연장선은 이 꼭지점의 대(3)

변과 수직이다.

방심방심방심방심5.5.5.5.

삼각형 한 내각을 이등분하는 선과 다른 두 내각의 외각 이등분선이 한 점에서 만날 때,

이 점을 삼각형의 방심 삼각형의 옆에서 접하는 원의 중심 이라고 하고 하나의 삼각형( ) ,

에 개의 방심이 있다.

방심의 성질:

방심은 삼각형의 세 변 또는 그 연장선 에서 같은 거리에 있다(1) ( ) .

(2) 의 둘레는   의 길이와 같다.

또는   의 배와 같다.

ChallengeChallengeChallengeChallenge
The discovery of dharma series B 기하 신이론기하 신이론기하 신이론기하 신이론( · )( · )( · )( · )

제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심1111 17
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그림에서 두 원   의 반지름의 길이가 각각  일 때,  의 넓이를 구하

여라.

답: 

원  과  의 세 변      와의 접점을 각각   라 하고     

라고 하자.

 는 정사각형이므로    

     ,     

  이므로       ∴   

∴       

 

×× 


× × 


×× 


  

 

×    

ChallengeChallengeChallengeChallenge
The discovery of dharma series B 기하 신이론기하 신이론기하 신이론기하 신이론( · )( · )( · )( · )

제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심1111 19

유제유제유제유제 4444

그림과 같이 에서 ∠ 이고 점, 와 점 는 각각 의 외심과 내심이

다. ∠ 일 때, ∠의 크기는 몇 도인가?
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원래의 삼각형의 면적이 일 때 이 삼각형의 세 중선이 변이 되어 만들어지는 삼각,

형의 면적을 구하여라.

답: 

그림과 같이  세 중선  ,  ,  가  에서 서로 만난다고 하면  까지  를 연

장하여   이게 하면 는 평행사변형이 된다 대각선이 서로 다른 것을 이등분하므.(

로 무게중심 성질에서 알 수 있듯이)

   


,  


,   


이다 세 중심선이.

변이 되는 삼각형의 면적을  라고 할 때 각 중선의 길이의, 


로 만들어진

삼각형 면적    
 


  

 이고,       


  이므로

  

   


⋅

   


  이다. ∴ × 


 

ChallengeChallengeChallengeChallenge
The discovery of dharma series B 기하 신이론기하 신이론기하 신이론기하 신이론( · )( · )( · )( · )

제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심1111 21

유제유제유제유제 5555

는  의 무게중심, ∠  이고,   의 중점을 각각  이고

     일 때,  의 길이를 구하여라.
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그림의 에서 ∠와 ∠의 외각의 이등분선의 교점을 라 하고 점, 에서

 의 연장선,    의 연장선 위에 내린

수선의 발을 각각 라고 한다.

     이고,   일 때, 의

넓이를 구하여라.

답: 

≡  합동 이므로)    ,

≡   합동 이므로)    ,  이므로   이다.

또, ≡   합동 이므로) 의 넓이는 다음과 같다.

∴     × 

××  

ChallengeChallengeChallengeChallenge
The discovery of dharma series B 기하 신이론기하 신이론기하 신이론기하 신이론( · )( · )( · )( · )

제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심1111 23

유제유제유제유제 6666

그림 에서 ∠ ∠의 이등분선의 교점을 라 하고,  와   의 연장선

에 내린 수선의 발을 라고 한다.     일 때,  의 길이를

구하여라.
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가 한 원에 외접할 때 다음을 증명하여라, .

(1) 

역으로(2) 에서 이면 이 사각형은 한 원에 외접함을 증,

명하여라.

답 풀이참조:

사각형(1)  가 원에 외접할 때  임을

증명하자 원과 네 변.        의 접점을

각각      라고 하면

  

(2)  이라면 알고 있는 조건으로부터,

  ⋯

 상에서   ,  상에서  , 을 연결하면 로부터①   이다.

따라서  ,  ,  모두 이등변 삼각형이다. ∠  ∠ ∠ 의 이등분선은 반드

시  ,  , 의 수직이등분선이 되고  세 변의 수직이등

분선은 반드시 한 점 즉( 의 외심 에서 만난다 각의 이등분선) .

은 변에 이르는 거리가 같은 점들이므로 에서  , , , 네

변에 이르는 거리가 서로 같으므로 는 원의 중심이고 이 반지름인 원

이 바로  의 내접원이다.

ChallengeChallengeChallengeChallenge
The discovery of dharma series B 기하 신이론기하 신이론기하 신이론기하 신이론( · )( · )( · )( · )

제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심제 강 삼각형과 오심1111 25

유제유제유제유제 7777(

그림과 같이 원형산책로로 둘러싸인 올림픽공원에 산책로를 따라 매점    를 설치

했다 공원 안에서 가장 가까운 매점에 가려고 한다 매점. .  에서 가장 가까이 있는 산

책로의 길이가 라면 매점,  에서 가장 가까운 산책로 안쪽의 영역의 넓이는 몇

일까 단 원형산책로의 반지름의 길이는?( , 이다.)
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다음을 구하여라.

정(1) 각형의 한 꼭지점에서 그을 수 있는 대각선의 수

정(2) 각형의 대각선의 총수

정(3) 각형에서 길이가 서로 다른 대각선의 수

정(4) 각형에서 길이가 서로 다른 대각선의 수

정(5) 각형에서 길이가 서로 다른 대각선의 수

답: (1)  (2)
 

(3)  (4)  홀수(5) ( ) :ⅰ 
 

짝수( ) :ⅱ 
 

특정한 한 꼭지점에서 그을 수 있는 대각선은 그 점과 양쪽의 점을 제외한(1)   개 이다( ) .

해 한 꼭지점에서 그을 수 있는 대각선의 개수(2) ( 1) ,   개 가( )  개 의 꼭지점에서 모두( )

발생하므로   개 에서 한 대각선이 두 번 세여 졌으므로( ) 로 나누어
 

이다.

해( 2) 개의 점에서 개를 선택한 다음 변의 수를 뺀, 
 

  
 

이다.

한 꼭지점에서 그을 수 있는 대각선을 그을 때 그 한 점과 이웃하는 점에서는 대각선이 만(3) ,

들어지지 않으므로 한 꼭지점에서 그을 수 있는 대각선  개이고 양쪽에 같은 길이의 대각선

이 있으므로
 

  개 이다( ) .

번과 같이 그 한 점과 이웃하는 점에서는 대각선이 만들어지지 않지만 가장 긴 대각선은(4) (3) ,

중복되지 않으므로
  

    개 이다( ) .

과 에서처럼 홀수와 짝수의 경우가 다르므로 나눈다(5) (3) (4) .

홀수의 경우( ) ,ⅰ 

 
짝수의 경우( ) ,ⅱ 

 
  

 
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유제유제유제유제 8888

한 내각의 크기와 한 외각의 크기의 비가   인 정다각형의 대각선은 모두 몇 개인가?
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9999 탐구예제탐구예제탐구예제탐구예제

 는 개의 꼭지점과 개의 면으로 이루어진 볼록다면체일 때, 개의 면은 삼각형

이고 개의 면은 사각형이라고 하면  가 가지는 한 면에 있지 않은 두 꼭지점을 연

결한 대각선은 몇 개인가?

답: 

한 면에 있지 않는 대각선이란 다면체의 내부를 통과하는 대각선을 말한다 꼭지점에서.  또는

개의 면이 만난다 그러나 구체적인 모양을 만들 수 없는 경우에 모든 가능한 대각선에서 내부.

를 통과하지 않는 대각선 또는 모서리를 제외하면 된다.

이것은 다음과 같은 일반적인 방법으로 구할 수 있다.

모서리는 변이 개모여 생긴다 따라서 모두 잘랐을 때 변의 개수를. 로 나눈 것이 모서리의 개

수이므로
× ×

  개이다.

내부에 생기는 대각선의 개수( )

전체 꼭지점에서=( 개를 뽑는 방법 면에 생기는 대각선의 총 개수 모서리의 총 개수 이다)-( )-( ) .

따라서 대각선의 총 개수( )=(개의 꼭지점에서 개 뽑는 방법 사각형의 면에서의 총 대각선 개)-(

수 전체 모서리)-( )=
×

 ×        개 이다( ) .

ChallengeChallengeChallengeChallenge
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유제유제유제유제 9999

육면체의 끄트머리들을 자르고 또 잘라내서 어떤 볼록다면체를 만들었다 이 입체는. 

면체로서 그 면들은 개의 정사각형과 개의 정육각형 그리고 개의 정팔각형으로 구

성되어 있다 그리고 임의의 각 꼭지점에서 교차하는. 개의 면들은 항상 개의 정사각

형, 개의 정육각형, 개의 정팔각형이다 이제 그들 꼭지점들을. 개씩 연결해서 선분을

만들 때 이 입체의 내부에서만 만들어지는 선분은 모두 몇 개인가, ?
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10101010 탐구예제탐구예제탐구예제탐구예제

정육각형 모양의 같은 크기의 타일이 빈틈없이 깔려 있는 어떤 목욕탕의 바닥에서 가,

장 자리로부터 여러 개의 타일을 뜯어내었다 남아 있는 타일들이 이루는 도형을 살펴.

보았더니 바깥 변의 개수가,  개였다 두 개의 타일이 만나는 꼭지점은. 개이고,

세 개의 타일이 만나는 꼭지점은 개라고 한다 이 때 남아 있는 타일의 개수를 구하. ,

여라 단 붙어 있는 타일들은 변을 공유하면서 붙어 있다고 가정한다.( , .)

답: 

남은 정육각형의 면 개수:  개 모서리 개수는,  

 
  꼭지점 개수,      

(∵꼭지점 개수는 바깥 모서리 개수 바깥 꼭지점의 개수( )=( )①   , ② 면이 만나서 생기는

꼭지점 개, ① + 이다.)②

그리고        이므로  
 

     ,       ∴  

ChallengeChallengeChallengeChallenge
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유제유제유제유제 10101010

어떤 볼록 다면체의 각 면이 삼각형 사각형 오각형 또는 육각형이라 하자 이 다면체에, , .

삼각형 면이 두 개 사각형 면이 한 개 있을 때 다음 중 옳은 것은 어느 것인가, , ?

오각형 면은 세 개 육각형 면은 두 개 있을 수 있다, .①

오각형 면은 두 개 육각형 면은 세 개 있을 수 있다, .②

오각형 면은 네 개 육각형 면은 한 개 있을 수 있다, .③

오각형 면은 두 개 육각형 면은 두 개 있을 수 있다, .④

오각형 면은 한 개 육각형 면은 네 개 있을 수 있다, .⑤
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종합문제종합문제종합문제종합문제 >>>>>>>>>>>>

1.1.1.1. 는 넓이 인 직각삼각형이다. 를 각각 대변에 대해 대칭이동한 점을

    이라 하자.    의 넓이를 구하여라.

2.2.2.2. 그림에서 ∠ ∠ , ∠ ∠, ∠ , ∠ 일 때, ∠의

크기를 구하여라.

ChallengeChallengeChallengeChallenge
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3.3.3.3. 그림의 에서  의 중점을   인 점을  와  의 교점을 

라고 할 때, 와 의 넓이의 비를 구하여라.

4.4.4.4. 그림과 같은 큰 삼각형을 면적이 같은 개의 삼각형으로 나눴다.  일 때,

 의 길이를 구하여라.
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5.5.5.5. 그림과 같이 의 내부의 한 점 에 대하여     라

하고 점, 를 지나  에 평행한 직선이  와 만나는 점을 각각 이라 하자 이.

때 점, 에서위의 임의의 점 를 잇는 직선이  와 만나는 점을 라 할 때,



를 를 사용하여 나타내어라.

6.6.6.6. 정 각형 정, 각형 정, 각형의 타일로 한 점의 주변을 겹치지 않고 빈틈없이 놓으

려한다 이 때. ,   의 관계식을 구하여라 그림은 하나의 예이다.( .)

ChallengeChallengeChallengeChallenge
The discovery of dharma series B 기하 신이론기하 신이론기하 신이론기하 신이론( · )( · )( · )( · )
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7.7.7.7. 그림과 같이 개의 꼭지점을 가진 별 모양의 도형을 만들었다. 개의 각의 크기의 합

을 을 이용하여 나타내어라 단. ( , ≥ )

8.8.8.8. 그림과 같이 의  를  로 내분하는 점을  두 변  와 의 중점을

각각 라 하고,  와  의 교점을 라 하자. 의 넓이가 일 때, 

의 넓이를 구하여라.
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9.9.9.9. 그림과 같이 길이가 인 정육면체의 각 모서리에 길이가   가 되는 점을 잡아

서 선분으로 이었다 정육면체의 면에 그어진 선분을 따라 정육면체를 자를 때 나타나는.

개의 도막 중에서 부피 의 배수인 것은 몇 개인가?

10.10.10.10. 그림과 같이 직사각형 의 점 에서 위의 한 점 를 지나는 직선을 그어

의 연장선과 만나는 교점을 라 하자.

 의 중점 에 대하여    ∠ 일 때, ∠의 크기를 구하여라.

ChallengeChallengeChallengeChallenge
The discovery of dharma series B 기하 신이론기하 신이론기하 신이론기하 신이론( · )( · )( · )( · )
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11.11.11.11. 다음 조건을 만족시키는 사다리꼴 에서 다음을 구하여라.

  ,  ,   ⊥

사다리꼴(1) 의 높이

사다리꼴(2) 의 넓이

12.12.12.12. 직각삼각형 안에 원이 내접하고 있다 각 변의 길이가.   이고,




  가 성립할 때,  의 둘레의 길이를 구하여라.


